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�� �������� 	
� �	�� 	 	�������� ��� �	��������
�	��
�����	 	������	� � ����� �	� ��
����� �	�
����� �� �������� ���	����  	� ���� �	�������� 	��
�����	! �� 
�� �
������ ���	������ ������� 	 ���
������� ����! ���� ��� �	�� 	� �������� ������ �	�
��	�� �������� �� �������� �������� 
�� �	� �	�
��������� "���	
�� �� ���� ���������� �� ���	�
������ �	� ��� ��� �	�������� 	������	�! ����
�� 	�
������� ����� �� �������� 	�� ��� ���	������ �	� ����
������! ��	������! �����	����! ���
����������! ���
��!
�� ������
��� ����	����� ���
��� 	 � �������
�	����� #�
$ ��
���� �� � �%� &� ������� ����!
� ��� �����! ��� �� ���	������ ����'����� 	
��
����	�� ��� 	�� ���	������ 
��� � ����� 	 ���
������ ��
����! ��! � ��� �����! ���� 	
�����	��
��� ���	������ 
��� � �%�(� ��� 	 ��� &�� �� ���	
�$��	�� � �
����� ������ ��� 	���������	 	� ��	 	� ���
�	�� �	��	�� 
��� �	�������� 	������	�! ������
��
�� ���
��! ������
����� �	� �	� �������� �� 	�
�	����	����	 
����� 	� ��	������� )�� 	��������
���	������ �	� ����� 	������	� ����	�� ������� �����
������ ��� ��� ����� ���	������ 	 � ������ ��
��
���! �%� &�! �� ���� )*+� )��� �	�� ���	�������
���� �	 ������� ��� ���� ����	����� �	� � �	��������
�	��
�����	 	������	! �� ��� �	 
�� � 
���� 	�
��,���� ���	������ �� ������ ��� ����� ���	����� �	�
� ������
��� ������� ���� �� 
���� 	� ��	�������

-���	���. ������� ������! ���! �	�������� �	��
�
�����	! /��
���	
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��������
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����� 1234! ����	
�� ������ 
��� �� � ��� ������
������	! ��� 
��� 	� ��� ������ �
�������� ���
���������	� 	� ��� �	�������� 	������	�� �� ����
������� �	�
��� 	 ����	��� ��� ����	����� 	� ���
��� �	�������� 	������	� � ������ 5
� ������ ����
��� ���������
�� �� ��� 	� ���� �� ��� �	�� �	�
���
��	� 	
� 
����! �����! ��
����� 	� ������� �	�
����� �� � ������! �
�� �� ������ 	� ��� �%� &�
�������  	� ���� �	�������� 	������	! �� 
�� �
������
���	������ ����� 	 ������� ����. )�� ��	����������
���	������ ��� �	 ������� ������! �� ��� �	��
������� ���	������ ��� �	 ������� �������� 
���
5
� ����	��� ��� ��� �	 ������� ��� ���� ���	������
�	� � ��� �������
��! ����	�� 	 ���� 	� �����	�
�� ���	������ ����� ��������! �� �������� ����
�Æ������� �� ���� �	� �$������ �$��������� ����
���� �	 �������� ��� �
�	, �	��� �	� �������� ���
���� ��,���� ���	������ ������� 	 ��� �������
���� �� 
���� 	� ��	������� �� ���� ����������
�� ���	������ �	� ��� ��� ��� �	�������� 	������	�!
�����! �������! ������! ���������! ��	������! ���
��!
������
��! ���
����������! ���! �� �������� %���
��
	� ������� �����! �	�����! �� �������� �� ������
����	����� ���
��� �	� 	�� ��� �� ���	������ �	�
���������! ��	������! �����	����! ���
����������! ���
��!
�� ������
���

%���� 	 ��� ���
��� 	� � '������� ��	'��� ��
��
	� ���������	� �
�� � ��	�
���	 �	�� 	 � ����
)*+ �� ��� 6�������� 	� &�
������ 1274! �� ��	�� �	
	������� �
����� ��� ��	 �	�� �	��	�� 
��� �	�����
���� 	������	�. ������
�� �� ���
��� �� ������ �
�������� ��
�� 	� ��,���� ���� 	� ���������� ������
�
�� �� ���
��! ������
����� �	� �	� �������� ��
	��	����	����	 
����� 	� ��	������! ����� 	��
�
���0
���� ���	���� �	 ��� ��	'��� ��
���

)�� ���� 	� ���� ����� �� 	������� �� �	��	��� �
&����	 3! �� �������� ������� �	�� � ��� ���� 	�
�	�������� �	��
�����	� � &����	 *! �� ��������
��� �	�� �	��� 
��� �	 �
��� ��� �������	 	� ���	�
������� � &����	 8! �� �������� ��� �� ���	������
� ����� �� ����� ����	������ � &����	 7! ��
��
�� � ������ ��� �
����� 	���������	 	� ���
�� ��
������
��� � &����	 9! �� �	��
�� ���� � ����� ����
�
���	 	� �
�
�� �	���
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� ������� ����

+���� �	�� 	 �	�������� �	��
�����	 �	�
��� 	
�����	��� 	�������� ���	������ �	� ������
��� ������
����
���! �
�� �� ������
��! ����! 	� ��� ����! ����
� �������� 	 �������� ��� �	����	! 	��
�	����	! 	� ��� ������� ������ �	��
������
	��� 13! 8! 7! 2:4� �	�� �������! ;������� �� ���
���� �����	��� �
�	��������� �
�� �	�������� �	��
�
�����	 ���	������ 1384� )���� ����	��� �	�����
	� �
�� ����� �	 ����
�� ������ ���������� ��
��� �
�� ����� ���	������ �	� ��	�� �����������
/���������� � �	���� �� �� "��	� ���� 	����
����� ��� �	�������� �	��
�����	 �	� ���������
�������
��� ����	���� 1<! 2=4� � �
�� ����	�
����! ��� �	�� �� �	 ������� �	��
�����	 	���
��	� ��������� ���� �� ��� �$���� 	� �	�� �	��
�
�����	 	��� ������ �	�������� �	����	�� /��
��������� ���� ���	 �����	��� �	�������� �	��
����
��	 ���	������ �	� ��
����� 	� &��� 12>! 3=! 33! 3*4!
����� �	��
�����	 ����� � &�� �� �	� ��,���
���� ��	� �	��
�����	 ���	�� � ��
����� &	�� ���
�	��� ���� �	�
��� 	 
��� ��,���� ���	������ �	� ����
����� ������� �����! �
�� �� ��� �	�� �� ;� �� ?��@
�� ��� �	� ��� ���� �����	 12! 22! 2<4! �� /���������
	 ���
�� �� ������
�� 1284! �� �� -��� �� ��� 	 ����
�	���� �	��
�����	 1:4� %��	 �� ��� ��
���� ���
����	����� 	� ��� ��������� 	������	 � ����� 	
������ �� )�� ���	��� �� �����	��� � �������
����	 ��������� ����� 	 ��� ����������	 �������
���	����� 1*4� %�
�� �� ��� ��	�	��� ���	������ �	�
��������� �� �����	���� ���� ��� ������
����� �Æ����
�	� ��	�� �������� 194�

� ���� �����

�� 
�� � ������ �	��� �	 �������� ��� �	�� 	� ���
�	�������� �	��
�����	 ���	������ � ����� 	� ���
���� �� �������� 
�� �� �	 �
��� ��� �������	
	� ���	������ �	� � ������
��� �	�������� �	��
����
��	 	������	� �� ���
�� ���� ��� ���� ���� �	
��� � ������� ������ �� ��	 	��� �� �� �	��
���� �� � A ��! ����� � �� ��� ������ B	� �����
�
����C ��� �������! �������� 	� ������� ����! � ��
��� ������� ���� ��� ����! �� � �� ��� 
���� 	�
����� ����������� �� ���
�� �
����� ���� ��� ����
���� �� �������� 	� �	� ��� ����� 	� ��	������
��� �	��
������ ���� ���� 	����! �������� 	�
��� ������� ������ ��� �	��
������ 	���! ��
���� ��� �	��
�����	 ���� ��� ���������	�� B����
��! � ������� �� �� ���������� � �	�� �������	�
	 ��� ��� � ��� ���� ���� �� � 	� �������	C�

)�� 	��(� ���	�� �������� �� ���
��� �	 �� ���
��� �	����D ���� ��! �� �	�� 	� ������� �� �� ���
�� 	� ������� �� �� �������� ���
����	
���� �
��� ���� 	� ���
���	 	������	�! �� ���
�� ���� �
�� ��� �	��
����	 �	�� ��� ���� �	� ����	���� ���
���
���	 	������	 �	����� 	 �� ��	�����

� ����������

� ���� �����	 �� �������� ��� �� ���	������ ��
����� ����	������ �� ����
��� ����	����� �� 
��
�� ��� &-���� �������� 1374 	 ��	 �����	���.
� #�
$ ��
���� �� "��	� �	����� ���� ������
3=== �� ��� �%� &� �� ��� &� E���	 &
����
�	��
��� ������ 5 ��� ������ ��
���� �� 
���
������?� �� �	������ ��� ����	����� 	� ���
�� ���	������ ���� ��� 	�� ���	������ � ������
?�� 5 ��� �%� &�! �� 
��� �%�(� ��� �� �	��
����� ��� ����	����� 	� ��� �� ���	������ ���� ���
���	������ 
��� � �%�(� ���� 5 �	�� �������! ��
�� 	� ��� ��	���� ��� 	��� �� ���������� ���
�� ���	������ �� �
���	� 	 �	� 	� ��� �	����	�
�	�� 	������	�! �	 ���� �� �	
�� �	����� ����	��
���� ������ �� ����� 	� 	� ����� ��� �� �
��
��	��

��� ������	
�

��� ������	
� �� � ������ 	������	 � ����� ���
���� �	����
��� �� ���� ��	���� �� �������� 	
��� ��	������! ������ 	� @
�� ��� �		� ��	���� ��
� ��� ���	
�� )�� 	�� ���	����� �	� ��������� �
����� 
��� � ��� ����	� � ����� ��� ���� ��	�
���� ��	���� �� ��� ��	
� � ����
�� ��� 	� ��	�������
� ��� '��� ����! ���� ��	���� � ���� ��� �	����
��	
�	 ��	���� � A 2 �� �������� ��� �	����
��	 ��	�
��	���� � � 2 B���� �������	
�C�  �	� ��� ���	�
���� 	���� ���� ��	���� � �	������ �	 ��	���� � A 2
��� ���� �� �������� ��	� ��	���� � � 2 � ��� ������
	
� ����� �� � �� ��� 
���� 	� ��	������! ��� �����
���	����� ����� �� 2 ������ �� � �� ��� �	��� ��	
�
	� ���� �	 �� �������� 	 ���� ��	����! ��� �� ���
��� ���� ���� ��	���� ���� �� �������� �

�
��	
� 	�

����� )�����	��! ��� ���� ���� �� ���� ���	����� ��
���� �� ����� F B� � 2C� A ���

�
��� G	�� ���� ���

�������� ���� ��	� �� ���
��� �
����� ����
��
���� ��	���� �
�� ������� �

�
���� ��	� � � 2 	����

��	������� )�� ������ ����! �	�����! �� �� ���
���
�� 
��� � ���	����� ���� ����� �� � ������ �� �	�
����� ��	 �
�� ���	������. ���
����� �	
���� �� ���
%�
�� ���	����� 194�
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P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

Step 1

Step 2

Step 3

 ��
�� 2. /��
����� �	
���� �	� ���������

����� �����	
�� ����
��

 ��
�� 2 ���
������� �	� ���
����� �	
���� �	���� �
��� '��� ����! ��	������ ���� ��� � ������� 2 �����
�$����� ����� ����� � ��� ���	� ����! ��	������
���� ��� � ������� 3 ����� �$����� ����� 	� ����
�� ���� �� ��� ���� ���� �������� � ��� �����	
� �����
� ��� ����� ����! ��	������ ���� ��� � ������� 8 �����
�$����� ����� 	� ���� �� ���� ��� ���� ���� ��������
� ��� �����	
� ��	 ������ � ���� ���! �	� � �	����	��
��	 
���� 	� ��	������! ��� ��	������ ��� ��� ��� ����
� �� � ������ )�� ��	
� 	� ���� �$������ �� ����
��	���� �� �

�
� ��� '��� ����! ��

�
� ��� ���	� ����!

�� �	 �	���! 
� �	 ��� ����
�

� ��� ���� ����� )�����	��!
��� �	��� ���� ���� �� ���� ���	����� �� ���� �	
 F
�� � �A ���

�
���

/��
����� �	
���� �	��� ���� ���� �	� � �	����	��
��	 
���� 	� ��	������ �
� �� ������ �	 ��� ����� �	� �
	��	����	����	 
���� 	� ��	������� �� ���� ���
�������� ��� 	��	����	����	 ���� �� �	��	��� "�
���� ���� 	� ���
����� �	
����! �� ��� �
���� �
�����
�� 	� � �	��� 	� ��	! �� �	 ������	�� �	��
�����	
B� � �	��������� �����	C �	 ��
�� ���� ��� ��	������
��� ��� ���� ���� �	
�� ���� �	��� ��� ��� �
�����
��� � �	��� 	� ��	� )��� �$��� �	��
�����	 ��
�������� �	� ��� �
���0
�� ����� 	� ���
����� �	
�
���� �	 �	�� �	�������� )�� �	��� 
���� 	� ����� �	�
��� 	��	����	����	 ���� �� �	
��� �� 3��� ���

����� ����� ����
���

)�� %�
�� ���	����� �	� ��������� 194 B�������� �	 ��
�	�������	C �� � ������ 	� ��� ����������	 ���
�	����� �	� �������! ��������� � 1>4� %	�� ���	������
���� ��� �� ����� � ��� �����! ��� �	� 	��	����	����	

����� 	� ��	������� � ��� ����������	 ���	�����
�	� �������! � ���� ���� � B= � � 	 ��� ��C! ��	����
� ���� � B���	�����C ������� �	 ��	���� B�A 3�C ��
�������� � B���	�����C ������� ��	� ��	���� B� � 3�C
B���� �������	
�C� �� ��� ���� 	���� ���� 
��� �	
����	�� � ���������! �� �	
�� ��0
��� �	��
�����
�� 	�	���
	
� ���� � ���� ���� � 	���� �	 ���
��� ����� ���� �	 ��� ����� ��	���� B��� 1*4 �	� �������C�
)�� %�
�� ���	����� ��	��� ���� ��	���� ����� �� �

������ �	��'����	 �	 ��� ����������	 ���	����� �
�����! � ���� ���� �! ��	���� � ���� ���� �	 ��	�
���� B� � 3�C �� �������� ���� ��	� ��	���� B� A 3�C!
������ 	� ��� 	���� ��� ��	
�� )�� ���
�� �� ����
��� �	��
�����	 �� �	���
	
�! �$���� ���� �� ���
��! ��� ��	��� � ��� 	
��
� �
,�� �
�� �� �������
�	����� �	 ����� ���� � ��� ����� 	����! ����� �� �
�	��� ���	����	�� 	������	�
 ��
�� 3 ���
������� ��� %�
�� ���	����� �	� � �$�

����� ���� ��$ ��	������� )�� ���	����� ����� ��
�	���� ��� ��
� ���� 	 ���� ��	���� �	 ��� �	� 	�
��� 	
��
� �
,��� � ���� ���� �! ��	���� � ���� �	
��� ��������	 B�� 3�C ��� ��� ���� �� ��� �	 ��� ��
��	��� ��� ���� �� �������� B��	� ��� B�A 3�CC �� ���
�� 	� ��� ���� �� �
������ ���� )��� ��	���
�� �	�
��
�� �	� ��� �� ������ �� ��� 
���� 	� ��	������ ��
	� � �	��� 	� ��	! � ������	�� ���� �� ����� �
����� ���� ��	���� ���� ��� '��� B� � 3��� ��C ��	���
��	� ��� �	� 	� ��� 	
��
� �
,�� �	 ��� ��������	
�� ������ ��� ���� �� �������� �	 ��� ���� �� ���
����� ���� +��� ��	���� 	� ��� ��� ��� ���� �� ����!
�
� ��� ���� �� 	� � ��� ����� 	���� � ��� 	
��
�
�
,��. )�� ���� 	 ��	���� � �� ������� H
�I �� �
��	���� )�����	��! � ������ �	��� ����� 	� ��� ��	���
�	������ �� � ��	��� ����� ��� ���� ��	 ��� ���
����� 	����� )�� �	��� ���� ���� �� ���� ���	����� ��
�	���� F ��� �� �A ���

�
���

����� ����������

 �	� ��� �	�� �	��� �	� ��� ����� ���	������! �� 	��
����� ���� ���� ��� ���� ��� ���� �������� �	��D ���
�
����� �	
���� �� ��� %�
�� ���	����� ���� � �	���
������ �	�� ��� ��� ��� ���	�����D �� ��� %�
�� ���
�	����� ��� �	��� ������ ��� ���
����� �	
���� �	�
	��	����	����	 
����� 	� ��	������� )�����	��! ��
������� ���� ��� %�
�� ���	����� �	
�� �	�� ���� �
��� ������ � ��������! �	�����! �� '� ���� ��� %�
��
���	����� �� ���� �	� ��	�� �������� �� 	��	����	��
��	 
����� 	� ��	������D ���
����� �	
���� �� ����
�	� �	����	����	 
����� 	� ��	������ �� ��	�� 	�
����
������� ��������D �� ��� ��� ���	����� �� ����
�	� �	� �������� �� �� 
���� 	� ��	������ ��
���	 �	� ����
������� �������� �� 	��	����	����	

����� 	� ��	�������
 ��
�� * ��	�� ��� �������� 	� ��� %�
�� ���

�	����� 	��� ���
����� �	
���� �	� ��	�� ��������
�� 	��	����	����	 
����� 	� ��	������ ����
�� ��
����� ����� ������	�� ������  	� �	����	����	 
��
���� 	� ��	������! �	�����! ���
����� �	
���� ����
�	��� ������ ����
�� 	� ��� �������� ��
�� 	� ��� �	��
�
�����	 ������� "� ��� ������� ���� ��������!
��� %�
�� ���	����� �
,��� ����
�� 	� ��� ���	��

*
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�� ���������
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 ��
�� *. ����	����� 	� ���
����� �	
���� ����
�
%�
�� ��������� �	� �	����	����	 �� 	��	����	��
��	 
����� 	� ��	������ B������� ���� 29 ����� ���
��	����C�

�	���� ����� �	� ��	������ ���� � ��� ���� ����� �
�����! ������	��! �� 
�� ��� %�
�� ���	����� �	�
��	�� �������� B	 := -% �	��� ���� ��������C ��
	��	����	����	 
����� 	� ��	������! �� ���
��
���� �	
���� �	� �	����	����	 
����� 	� ��	������
�� ��	�� 	� ����
������� �������� B	 723 -% �	���
���� ��������C�  	� ��	�� ��������! ��� �� ���������
����	��� ����'����� ������ ��� ��� 	�� ��������� �
�����! �� ��	� �  ��
�� 8�

 	� �	� ��������! ��� ��� ���	����� ����	��� ����
��� ��� ���
����� �	
���� B���  ��
�� 7C� �� �������
���� �� ����
�� �� 
��� � ������������	� �	��
����
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 ��
�� 8. ����	����� 	� ��������� �	� ��	�� ��������
B98 	���C� )�� ���� 	 ��� $��$�� �� ��� �	��� ��	
�
	� ���� �������� 	 ���� ��	�����

��	 ������! ������� � ���
����� �	
����! ��	������
���� ��� �
�� ������� ����� �	��
������ )	 �	�
'�� ���� ���	������! �� 
��� ��� � �� ��� �����
���� 12*4! ����� ����
��� ��� ����	����� 	� ��	
�
8: ��,���� �	��
�����	 �������! �� �	
� ����!
�	� �	� �������� 	 �	�� ��� ������ ��
���� �� ���
�%� &�! �	�� �	��
�����	 ������� B������
�����
������ �����	�C ������� �	�� ��� ����� ��� ����
����� 	� 	���� �	��
�����	 �������� )�����	��!
�	� �	� �������� B� 723 -% �	��� ���� ��������C
�� �� 
���� 	� ��	������ �� ���	 �	� ����
��
����� �������� �� 	��	����	����	 
����� 	� ��	�
������! �� 
�� ��� ��� ���	������

8
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 ��
�� 7. /�� ���	����� ����
� ���
����� �	
����
�	� �	��������� ��������� B98 	���C� )�� ���� 	
��� $��$�� �� ��� �	��� ��	
� 	� ���� �������� 	
���� ��	�����

��� ��������

)�� 	�� ���	����� �	� ��	������ � ����� �� ��� �	��
�	�� 
��� ��	���� ���� ���	������ � ��� '��� ����!
��� �		� ���� ���� �	 ��	���� B
��� A �

�
C� )��� ��	�

���� �� ��� �		� ��� ��� �� �� �		�� ����� �����
	� �
������ �� ���
������� �	��
� ���� ���	������
)��� �	��
�����	 ����� � �	��� 	� ��� �� ������ )��
��	
� 	� ���� �	��
������ �� � ��	���� �� ��
���� �� �� )�����	��! ��� ���� ���� �� ���� ���	�����
�� ���� F ��� ��B�A ��C�

)��� ���	����� �� �		� �	� ��	�� �������� ����
��
�� ��� � �	��������� ������ �����  	� �	� ����
�����! �	�����! � ������ ���	����� ��� ��� ��	�	���
�� ;� �� ?��@ �� ��� ���� ��� � �	��� ��������
���� 12! 2<4� � ���� ���	�����! ��� ������� �	 ��
��	������ �� '��� ������� 
� �� ��������� ��	� ���
��	������! ������� �	 � ��� ����
�� )�� ���������
���� �� ��� �	������� ���� �	 ��� ��	������! ������� �	

� ��� ������	
�� )�� ���� ���� �� ���� ���	�����
�� ��� �
� 	� ��� ����� ���� �� ��� �������! ����� ��
B�� � � A ���

�
��C �	� � ��	���� ���� ���	�����! ��

��� ��������� �	� ����� �� 
�� ������ ���
����� �	
�
���� 	� ��� ��� ���	����� ������� 	 ��� �������
����� )�����	��! �	� ���� �	� �������� ����� �� 
��
��� ��� ���������! ��� ���� ���� �� ��� ��	������ ��
����������� F B�� �A �� 2C�A 3���

�
���

�	������ ���� ���� ���� ���� �	� ��� ��	���� ����
���	�����! �� ��� ���� �	� �	� �������� B����� ���
������ ���� �� �� ��	���C �� ��� �� �  3 B	�
�  8C! ��� ;� �� ?��@ ���	����� �� ������ ���
��	���� ����� )�� ��$��
� ����	����� � ����
�	����� ���� �� �� �$������ �� B�� �C�3� � 	����
�	���! ��� ������ ��� 
���� 	� ��	������! ��� �������
��� �$������ ����	����� � ����	������  ��
�� 9
��	�� ��� ����	����� �	� �	� �������� 	� ��� ��
���	����� ����
� ��� 	�� ��	���� ���� ���	����� �
����� �� ���� �� ��� ���	����� 
��� �� �%�(� ���
	 ��� &�� � �	�� �����! ��� �� ���	����� ����	���
����'����� ������� )�����	��! �� 
�� ��� ��	����
���� ���	����� �	� ��	�� �������� B	 23 -%C �� ���
;� �� ?��@ ���	����� �	� �	� �������� B� 23 -%C�

��� ����������

"����	���� �	��
�����	 �� � �	�������� 	������	 �
����� ���� ��	���� ��� 
�0
� ���� �	 �� ��� �	 ���
��� 	���� ��	����� )�� 	�� ���	����� �	� �����	���� �
����� �	�� 	� ������� �	 �����
�� �	��
�����	�
������! ���� ��	���� �	��� ��� ��� ��� ��
��� � �
�		�! ��� ��� ��� ��� ��
��� � � �		�! �	��	��� ��
� ��� �������� ������ 	� 
��� ��� �		� ���$ �
�� ��� �	
��� 	� ��������	 ��	���� �	� ��� ����� 	�
����! ���� ��	���� ����
����� ��� �	
��� 	� �������
��	 �� B
���A �CJ �! ����� ���
��� � � ��������� 	�
��� �	
���� �� ��������	� ��	� ��� ��	������� ��
��� �		� ���$ ���� �������� 
��� �� ��� �	
��� 	� ����
��� ���! ��� ��	������ �	
�� ��� �	 �	��
����� ����
��� = '���! ��� ���� ��� 2! �� �	 	! ���
���� �
� �	��������
)�� �� �����	���� � ����� 
��� �	
� ��,���� ���

�	������ ������� 	 ��� ������� �����  	� ��	��
�������� B� 379 ����� ��� �������C! �� 
�� ��� ���$
���	����� �� %�
�� �� ��� 194� �� �� � ��	�������	�����
���	����� ���� ����� ��� �� ����� �� ��� �$���� 	�
�	�� �$��� ���� �	��
�����	 B�

�
�� � � ������ 	�

��! ����� � �� ��� �	��� ��	
� 	� ���� �	 �� ���
	� �������� �� �� ��	����C� )�����	��! �� �� � �		�
���	����� �	� ���� ��	�� �������� ����� ������ �� �
���
��
 ��
�� > ���
������� ��� %�
�� ���	����� �	� � �$�

����� ���� ��$ ��	������� )�� ���	����� ����� �� �	�
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 ��
�� 9. ����	����� 	� �	��������� ��	������ B98
	���C

�� � �	��� �	�� �� H
�����I ����� 	� ��� ���� ��	���
��	� ��� ��
� �
,�� �	 ��� 	
��
� �
,�� �
�� ����
��� ���� ��	�� �	 �� ��� �� ���� ��	���� �	 ������ �� ��
��� �	� 	� ��� 	
��
� �
,��� )	 ������� ����! ��	����
� �
�� �	���� ��� ���� 
� �� � ��	���� � ���� �	��
�
�����	 ���� � B= � � 	 ��� ��C! ��	���� � ���� �	
��� B�A3�C B���� �������	
�C ��� ��	�� ���� ��	���
��	�� ��� ��� �� 2! �������� ���� ��	� ��� B� � 3�C!
�� ��	��� ��� ��	��� ���� ��	 ��	��� ��	�� ���
��� �� 2 B���� ��! 	��������� ��� ���� ���� ��� @
��
���C� � 	���� �	���! � ���� =! ��� ��� ���� ��	���
��	�� ����� ����'��� ��� �� 2 ��� ��� �� ��������
B��	��� 2! *! �� 7 � 	
� �$�����C� � ���� 2! ���
��� ���� ��	��� ��	�� ���	� ��� �� 2 ��� ��� �� ���
������! �����! ��	��� 3 �� *� "���� � �	��� 	� ��� ��
�����! ��� ��� ���� ���� �	
��� �	 ��� ����� ��������	
��	����! �
� ��� ���� ��	��� ��� 	� � ��� ����� 	����
� ��� 	
��
� �
,��� " '�� ���� � ����� ���� ��	�
���� �	�� � �	��� ������ ����� 	� ��� ��	��� B���	��
�	����C ������ ��� ���� � ��� ����� 	�����

)�� ���
�� 	� ��� %�
�� ���	����� �� ���� �� ��
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 ��
�� :. ����	����� 	� %�
�� �����	���� ����
� ���
	�� ���	����� � ����� B����������C �	� ��	�� ����
������ )�� ���� 	 ��� $��$�� �� ��� ��	
� 	� ����
��� �� ���� ��	���� �	 ����� 	���� ��	�����

� �	��������� ���	����� �	� ��	���������� �����	����
���� �	�� 	� ��� �� �$��� �		������� 	� �	��	�
��	�����	 �	� �	
��� ��� ����� ���� �	 ��� �����
��	����K���� �� ���� ���� 	� �� ��� ����������� 	�
��� ���	������
�� � �� ��� �	��� ��	
� 	� ���� � ��	���� ���� �	

��� �	 	� ������� ��	� ��� 	���� ��	������! ��� ����
���� �� ��� %�
�� ���	����� �� �� ����
����� ��
�	��	��� �� ��� 
���� 	� ��	������ �� � �	��� 	� ��	!
���� ��	���� ���� �� �������� �

�
��	
� 	� ���� �

���� ����! �	� � �	��� 	� �� � ������ )�����	��! ��� ����
���� �� ��� ���	����� �� �	���� F �� � � A �

�
�� � ��

�� ��� 
���� 	� ��	������ �� 	� � �	��� 	� ��	! �
��� '�� ����! ���� ��	���� �
�� �	��
����� �

�
B��

3��� ��C ����� )�����	��! ��� ���� ���� � ��� 	�
�	����	����	 ���� �� �	���� F ��� ���AB�

�
�� �A �

�
B��

3��� ��CC ��
 ��
�� : ��	�� ��� ����	����� 	� ��� %�
�� ���

�	����� ����
� ��� 	�� ���	����� � ����� B�����
�����C �	� ��	�� ��������� )�� %�
�� ���	����� ����
�	��� ����'����� ������ ����
�� 	� ��� �	���������
������ ����� "� ��� ������� ���� �� ��������! �	��
����! ������ ���	��� ���� 	� � ���
�! �� ��� �$�
��� �������� �	�� 	� ��� %�
�� ���	����� ����� �	
��	�� %��	� � ��� ��	���� ������� ���� 	� ��	
�
379 �����! ��� ���������� ���	����� ����	��� �������
)�����	��! �	� ����
������� �������� B379 ����� �	
*3 -% ��� �������C! �� 
�� ��� ���������� ���	�����!
����� �	��� ���� � ���� �����

 	� �	� �������� �� �	����	����	 
���� 	� ��	�
������! �� 
�� � ����������$����� ���	�����! �����
����� � � 2 ������ � ���� ���� �! 2 � � 	 �! ����
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 ��
�� >. %�
�� ���	����� �	� �����	����� )�� 
���� �� � ���� �	$ ��������� ��� ���� �	 �� ��� ��	�
��	���� � �	 ��	���� �� )�� ������ �	$�� ������� ��� ���� �	 �� �	��
������ � ��� �$� �����

��	���� ����
����� ��� ������ ��	���� �� B
��� � �C
B�$��
�����	� 	������	C �� �$������ ���� ��������
���� ���� ��	����� )��� ���	�����! �	�����! �	�� 	�
�	�� �� ��� 
���� 	� ��	������ �� 	� � �	��� 	�
��	�  	� ��� 	��	����	����	 ����! �� 
�� � ���
�	����� � �����! � ���� �! ���� ��	���� ��������
���� ��	� 
��� � � �� ���� ���� �	 
��� A ��
� �	�� ����� ���	������! ���� �� �������� �	��
��
����� ��	� �	
��� �	 ��������	! ���� 	 �����������
������ )�� ���� ���� �� ����� ���	������ �� ���� ��
�
��� F B�� 2C�A ���

��� �
���
������
�

/��
���������� �� � ������ 	� ���
�� � ����� ��� ���
�
��! ������ 	� ���� ��	��� �� ��� �		�! �� ���������
��	� ��� ��	������� )�� 	�� ���	����� � �����
��������� ���
���������� �� �	�� � ��	���� ����
���
�� �	 ��� = �	��	��� �� � ����� ��������� )���
���	����� ����� �� �A �� 2 �����! �� ��� ��������
���� �� B�� �A ���

�
C��� )�����	��! ��� ���� ���� ��

���� ���	����� �� ��
� F B�� �A��2C�AB���A ���
�
C��A

� �� � ��

� 	
� �� �����������	 	� ���
����������! �	�
��	�� ��������! �� 
�� ��,���� ���	������ �������
	 ������� ��� ���
���	 	������	 �� �	��
������ 	�
	�	��
������� )�� �	��
������ ���� 	��
�� �	��
�	��	�� ����
�� ��� ��� �����'�� ���
���	 	����
���	� � ��� B�
�� �� ��� ��! ��� ���C ��� �	��
�
�������

 	� �	��
������ 	������	�! �� 
�� � ���
������

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

Step 2

Step 1

Step 3

 ��
�� <. /��
����� ������ �	� �	��
������ ���
���
�������

������ ���	�����! ����� �� ���	�	
� �	 ��� ���
������
�	
���� ���	����� 
��� �	� ��������� B���  ��
�� <C�
� ��� '��� ����! ���� ��	���� �$������ ���� ���� �
��	���� ���� �� � ������� �

�
����. +��� ��	���� ����

��� ���� ����� �� ��� ��	������ � ��� 	���� ����! ���
������ ��� ���� ����� �� ��� ��	������ � ��� 	� ����!
�� ����	��� ��� ���
���	 	������	 	 ��� ��������
����� )�� ���
���	 �� �� �	� ����
�� ��� 	����
���	 �� �	��
������� � ��� ���	� ����! ���� ��	�
���� �$������ ���� ���� � ��	���� ���� �� � �������
�
�
����� )��� ��	���
�� �	��
�� ���
�������! ������

��� ���� �	��
������ �� ���� ����! �	� � �	��� 	� �� �
������ )�����	��! �� � �� � �	��� 	� ��	! ��� ���� ����
�� ���� ���	����� �� ���� ��
� F �� ��A ���

�
��A ���

�
���

�� 
�� ���� ���	����� �	� �������� 
� �	 723 -%�

�� � �� 	� � �	��� 	� ��	! �� '��� ���
�� ��� 
��
��� 	� ��	������ �	 ��� ������ �	��� �	��� 	� ��	
�� ����� ��� '��� ��� ����
������ ��	������ ���
����� ���� �	 ��� �����	��� 	���
������ ��	����
B
��� A 2C� )���� 	���
������ ��	������ �	 � ���
�
�� 	 ��� �������� ����! �	��
�� ��� ���
�� �	�
���������� �� ����� ���� �����	� �
��� ��� ���
��

>



���� ������ ���	�����! ��! �� ��� ��! ��� ��� ���
�
�� ���� �	 ��� ���� �����	�� )�����	��! �� � �� 	�
� �	��� 	� ��	! ��� ���� ���� �� ��� ���	����� ��
���� ��
� F B��� �� A 3C� A 3�� A �B2 A ���

�
C�� )���

�	�� �� ����	$����� ����
�� �	�� �������� �$���� �
��� ��	
� 	� �	�� ���� ��	���� �	��! ���� �	�� ��	�
������ �	 ��� �	�� 	� ����� �����	�� �� �����

�� ��� ���
���	 	������	 �� 	� �	��
������! ���
�
����� ������ ���� 	� �	��� ������! �� 
�� �
���
�������	
���� ���	����� ������� �	 ��� 	� � ����
������� � ��� '��� ����! ����� 	� �����	��� ��	�
������ �$����� ����D � ��� ���	� ����! ����� 	�
��	������ �� ������� 3 ����� �$����� ����D � ���
����� ����! ��	������ �� ������� 8 ����� �$�����
����D �� �	 �	���� �	�����! �	�� ���� �� �	��
�
������ ��� � ���������� � ���� 2! ��	������ �$�
����� ��� ��� ���� �$���� ��� ���� ����� �	� �����
	� ���
�� B� � �

�
CD � ���� 3! ��	������ �$����� ���

���� �$���� ��� ���� ����� �� ���������� �� ��
��� ��	������ ���� �	��
������ ���� � ��� ������
	
� ���� B� � ��

�
CD � ���� *! �� �� B� � ��

�
CD �� �	

�	���� )�����	��! ��� ���� ���� �� ���� ���	�����
�� ����� F �� � � A �B�� � � ���

�
C� A �B�� � � ���

�
C��

�� 
�� ���� ���	����� �	� ���� ��	�� �������� B	 723
�����C�

 	� �	� �������� B� 723 -% � ��� ���� 	� �	��
�
������ 	������	� �� � 723 ����� � ��� ���� 	�
	�	��
������ 	������	�C! �� 
�� � �������� �$�
����� ���	����� ���� ����� ��2 ������ � ���� �! ����
��	���� ���� ���� �	 B
��� A �C! �������� ���� ��	�
B
�����C! �� ����	��� ��� �	��� ���
���	� )�� ����
�$������ �� 	�� ��� ���� ����� �	� ��� ���������
���
�� 	 ��� ��	���� B�

�
C� )�� ���� ���� �� ���� ���	�

����� �� �
��� F B��2C�A ���
�

��A ���
�

��� G	�� ����
���� ���	����� ��� ��� ���� �������� ��0
������ ��
��� ���
����� ������ ���	������ G	��������! �� 
��
���� ���	����� �	� �	� �������� ����
�� �� ����	���
�
�� ������ ��� ���
����� ������ B������� �	 ��� ���
�
��� �	� ���
����� �	
���� ����
� ��� ���	����� �	�
�	��������� ���������C�

)�� &-���� ��������! �� ����
��! 
��� � 	�
�	��
������ 
������'�� ���
���	 	������	� &���
�	��
������ 	������	� ��� �	�� �	��	�� 
���! ��
�	��'�� ��� �������� �	 
�� � �	��
������ 	����
���	! �����! ��� ���  ��
�� 2= ��	�� ��� ����	��
���� 	� ��� �� ���	����� �	� ��	�� �������� 	 ���
�%� &� �� 	 ��� ������ ��
����� )�� ����	�����
�� ����'����� ������ ��� ���� 	� ��� ���	����� 
���
� �%�(� ��� 	 ��� &� �� ������� ����� ������ ���
��� 	�� ���	����� B���
�� A ��������C 
��� � �����
	 ��� ������ ��
�����
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 ��
�� 2=. ����	����� 	� ���
���������� �	� ��	��
�������� 	 ��� �%� &� B98 	���C �� �	� �	� ����
����� 	 ��� ������ ��
���� B*3 	���C

��� �
���
 ��� ����
���


��� �
���
 ����	��� � ��	��� ���
���	 	������	
�� ���
�� ��� ���
�� �	 ��� �����'�� �		�! �������
��� ����
���
 ���
�� ��� ���
�� 	 ��� ��	�������
)�� 	�� ���	����� �	� ���
�� � ����� 
��� � ���
	���� ����! ����� ����� �� � �����! �� ��� ���� �	��
�
������ �� ���� ���� �� �� )�����	��! ��� ���� ����
�� ���� ���	����� �� ���� F ��� ��B�A �� A ��C� )��
	�� ���	����� �	� ������
�� ������ �	�� � ���
�� �	
��� = �	��	��� �� � ��	�������

)�� ��	���� ���� ���	����� �	� ���
�� �� � �		�
���	����� �	� ��	�� �������� ����
�� 	� ��� �� � 
��
��� 	� ������  	� �	� ��������! �	�����! � ������
���	����� �$����! ��	�	��� �� /��������� 1284� )��
�������� ����� /���������(� ���	����� �� ������� �	
���� ����� ;� �� ?��@(� ���	����� �	� �	���������
��	������� ;� �� ?��@ ��������� ��� ��	������ ��
� ������� �	��	��� �� � ���������! ����� ���
��� ���
� �� �� �������� ���� � ��� ��	���� ���� ���	�����
�	 � 3�� ����� /���������(� ���	����� ���������

:
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 ��
�� 22. ����	����� 	� ���
�� B98 	���C

� �	��������� ���
�� �,�������� �� � ���
����������
�	��	��� �� � ������ �	 ��� �		�! ����� ��� ��� ����
�,��� 	� ���
��� ��� �������� ���� ��	� � �� � �
�	 3��� )�� ���� ���� �� /���������(� ���	�����
�� ��� �
� 	� ��� ����� ���� �� ���
���������� B���
�
����� ������C �� ������ B��	���� ����C! ����� ��
���	��������� F 3 �� � �A 3���

�
�� A ���

�
���

 	� ���
��! � ��� ���� 	� �����'�� ���
���	 	����
���	�! �� 
�� /���������(� ���	����� �	� �	� ����
����� B 3 -%C �� ��� ��	���� ���� ���	����� �	�
��	�� �������� B� 3 -%C� � ��� ���� 	� 
������'��
���
���	 	������	�! �� 
�� ��� ��	���� ���� ���	�
����� �	� ��� ������� ����� ����
��! 
���� ���� ������
'�� ���
���	 	������	�! ��� 
��� ��� ���� �������
���������! �� ������� 
� ������� ��������� �	 �	
��� ���
���������� �� �������  ��
�� 22 ��	�� ��� ����
�	����� 	� ���
�� �	� �	� �������� 	 ��� ������
��
����� )�� �� ���	����� �� �	�� ��� ����� �� ����
�� ��� 	�� ���	����� � �	�� ������

 	� ������
��! �� 
�� � ���
����� �	
���� ���	�����
�	� ��	�� �������� �� �	� �	� �������� ���� 
����
��'�� ���
���	 	������	�� )��� ���	����� �� ����
���� �	 ��� ���
����� �	
���� ���	����� 
��� � ����
������! �$���� ���� ���� �	��
�����	 ���� ���	 ��
�	���� � �	��� ���
���	� )�� ���� ���� �� ���� ���	�
����� �� ������	
 F �� � �A � �� � � A � �� � ��

 	� �	� �������� �� �����'�� ���
���	 	��
�����	�! �� 
�� /���������(� ���	����� �	� ������
�
�� 1284! ����� �	�� � ���
���������� �	��	��� �� �
���������� �� ��� 
���� 	� ��	������ �� � �	��� 	�
��	! ��� �	�� �	� ��� ���
���������� �� �� ��A ���

�
��A

���
�

��� )�� �	�� �	� ��� ��������� �� �� � � A ���
�

���
)�����	��! ��� �	��� �	�� �� ���	��������� F 3 �� � � A
3���

�
�� A ���

�
���

� ������ ������ ����
 �!

�������� �
� �����

" '������� ��	'��� ��
�� 	� ���������	� �
�� �
��	�
���	 �	�� 	 ��� ���� )*+ <== �� ��� 6�����
���� 	� &�
������ �������� ���� �	�� ��� 8=J 	� ���
���� ���� � ��� �
���	� ��� ���� � ��� ��	 �
��
��	� ��� ����
���
 �� ��� �
���
 �� ���� 37J
	� ��� �$��
��	 ���� ��� ���� 	 ��	���� �
� ����
��	���� � 	��	����	����	 
���� 	� ��	������ 1274�
�� ������	�� ����������� � �
����� ������ �	� �	
	������� ������
�� �� ���
�� �	� �	�� �	����	����	
�� 	��	����	����	 
����� 	� ��	������� �� �$�
��������� ���� ������� �������	� 	� ��� ����� ���	�
����� �	� �	��������� ������
�� �� ���
�� ���������
��	��� �� �� ��� ���������	���� ���	������ �	� ���

���� ������	� �������� �� ��� ��	'��� ��
�� ��
�	
� ���� ��� �� ���	������ ���
�� ��� �	��
��
����	 ���� �� 3=J �	� ������
�� �� 78J �	� ���
��
�	������ ���� ��� ���	�(� �����������	 	 ���
)*+! �� ��	� �  ��
�� 23� �� �������� ����� ���	�
������ �� ��� ���
��� ���	��

)�� �	�� �	��� ��������� � &����	 * ���
��� ����
��� ��	������ �� ��� �� ������� 	� ������� �� ���
���� ����! ���������� 	� ��� �	
��� �� ��������	�
"���	
�� ���� �� � �		� ����	$�����	! ��� ���
�	��� ��� ������ �� ����� 	� ��	������ �$����� ����
���� ���� 	����! ������ ��� �� � ��	���� ���� �	 ��
�������� ��	� ��,���� ��	������ 1*4� )�����	��! ��
��'� ��� �	�� �	��� �
����� �� ��'�� ��	 �	���.
�A�� �� ��� ���� ���� �	� ���������	�� �	��
����
��	 ������ � ���� 	� ��	������! �� ���� A �����
�� ��� ���� ���� �	� 
��������	�� �	��
�����	
��	� 	� ��	���� �	 �	����� �� ���	 ��'� ��� ���
��	� �� F ������ �� �� F ������� )���� ����	� ���
	������ � ��� ���� =�7 B������$ ���	��C �	 2�=
B�
����
���$ ���	��C�

�� �	����� '�� ��,���� ���	������ �	� ���������
�� ������
�� �� ���
��� )�� '��� ��	 ���	������ ���
��	���� ���� �� ���
����� �	
����! ����� ���� �$�
������ ��	��� %�	���� ���� �	� ���
�� �� ���� �	��
 	� ������
��! �� ��	���� �	�� � ��	��������� ���
��
�	 ��� = �	��	��� �� � ��	��������� ��	������� /��
�
����� �	
���� �� 
��� �	� ������
�� 	��� )�� 	����
����� ���	������ ��� ���
����� ������ �� �	
����!
����� ��	���! �� ����  	� ��������� ����� ���	�
������! �� ��'� ��� �	��	��� �����.
� ������	
� 
����� ��
	��. )�� ����	� �	 �� ���
���
�� ���
������� ������ � ���� �����

� ������	
� 
����� �����	��. &���� ������ 	� ��� ����	�
��������� ���	�� ��	������ ��� ���
������� ��������
	� �	����� �	 �	�� ��� ����� ����	�

<



 ��
�� 23. %��'� 	� �� ������
�� �� ���
�� ���	������ 	�������� �	� �	� ����	�� 	 ��� ���� )*+

� ������	
� �	������ ��
	��. )�� ������� 	��� �����
��	������ �	��
����� �� ���
������� ������ �� ����
���� B�

�
� �
�
� � � � � 2C�

� ������	
� �	������ �����	��. )�� ������� 	���
����� ��	������ �	��
����� �� ���
������� �	
����
�� ���� ���� B2� 3� 8� � � � � �

�
C�

��� �
������
 ������� ��� ��������

)��� ���	����� �� � �	������	 	� � ���
����������
���������� ���� ���
����� ����	� ������ �� ����
���� �	
���� �	��	��� ������ �� � ��������� ���
�������� �� � ���
����� ����	� �	
���� �	�����
���� ���
����� ������� ������ B�	� ������
��C 	� �� �
������ ���������� ���� � ��	���� ���� B�	� ���
��C�
&��� ����� ���
����� ���	������ ��0
��� � �	����	��

��	 
���� 	� ��	������! �� ��� 
���� 	� ��	������
�� 	� � �	��� 	� ��	! �� '��� ���
�� �� �	 ��� ������
�	��� �	��� 	� ��	 B�� F 3��� ��C �� ���	��� 
 F ����

�$��� ��	������ �� �	��	��� � ��� '��� 3
 ��	������
B���� = �	 3
 � 2C! ��� ��� ��� ���� ��� ��� ����
	� ���� 	� ��� ��
� ����	� �	 ����� ����� �����	�
B
���A2C! �� ��� ��� 	�� ���� ��� ��� '��� ���� 	�
��� ��
� ����	� �	 ����� ���� �����	� B
��� � 2C! ��
���
������� �  ��
�� 2*� )�� ��� ���� �	��
�� ���
���
���	 	 ��� '��� ���� 	� ��� ����	� �� ��� 	��
���� �	��
�� ��� ���
���	 	 ��� ���	� ����� )��
	�� ���� ��� ��� ��� ���
�� �	 ����� ���� �����
�	�� B��� ��� ����C� "� � ���
��! ��� ��� ����
��	� ��� '��� 3
 ��	������ 	� �	��� ��� ���
��
��	 ���� ��� ��
� ����	� 	 ����� ����� �����	��
B��� 	�� ����C� )���� 	�� ���� ��� ���	��� ��	�
������������ � ��� ���� 	� ��� ���	�����! ����� ������
����� � �	����	����	 
���� 	� ��	������� )�� '���

 ��������� ��	������ �� ��� ���� �� 3
 ��	������
��� 	� ��
������ ��	� = �	 ���2! �� ���� � �	���
	� ��	�
 ��
�� 2* ���
������� ��� ���	����� �	� � �$�����

	 2* ��	������� )�� ��
� ����	�� �� ��� ���
���	
���
��� ��� ������� ��	 2* ����� B"! %!� � �!�C �� ���
	��� �� "L������� "���� ��� '��� ���
���	! ��	����
�= ��� �	��
��� "LE���! ��	��� ��� ���
���	 ���
�
�� 	� ��� '��� ���� B"LEC 	� ��� ��
� ����	� ��	�
��	������ = �� 2� &��������! �2 ��� �	��
��� +L
����! �3 ��� �	��
��� "LE���! �� �	 �	���� )��
	�� ���� ��� ��� ����� ���� �	 ��� ��� ���� 	
����� ����. �2 ���� +L���� �	 �=! �* ���� +L����

�	 �=! �� �	 �	���� )��� �	������� ��� '��� ����!
����� ����� B2 A ��C�A

�
�
B2 A ��C� A

�
�
� ����� )���

���� �� 	� �������� �� ��� 
���� 	� ��	������ �� �
�	��� 	� ��	�

G	� �� ���� ���� ��� '��� ���� 	� ���
����� ����
�	� ������ �� ������� �	
����! � ����� ��� ����
����� ��	������ ��� ��� ���	� ���� 	� ����� �
,��
�	 
���� A 2 �� ��� 	�������� ��	������ ��� ���
'��� ���� 	� ����� �
,�� �	 
���� � 2� "�� ��	������
��� �	��
�� ��� ���
���	 ������ ��� �	��� �
,��
�� ��� �������� �
,��� � ��� �$� �� �� � 2 �����!
��� �
,��� ��� ���
������� ������! �� ��� ������� ��
�	
����� "� ��� ��! ���� 	� ��� �� ��	������ ��� �

��

	� ��� �	��� ���
���	 ���
�� ����	�� "�� ����� ���
��
���� ����� ���� �� �� � A B�

���
��

CB�� A ��C ����� )��
���	� ���� ��������� ������ � ��������� 	� ������
�	 �	������ ��� ������
�� 	� ���
�� 	������	�

���������� )	 �������� ������
��! �� �	 � ����
������ 
��� ���
����� ����	� �	
���� �� �������
������� � ��� '��� ����! ��	���� ����� �$����� �

��

	� ��� �
,�� �	 ������� �
��
	� ��� ���
�� ����	�! � ���

�$� ���� �
��
	� ��� �
,�� �� �$������ �	 ��� �

��
	� ���

���
��! �� �	 �	���� "���� �� �� �����! ��� �� ��	������
������� ��� �	��� ���
���	 ���
��� )��� ��������� ����

�	��� �� �� �A B�
���
��

C��� �� ��� 
���� 	� ��	������ ��
	� � �	��� 	� ��	! ��� �	��� ���
�� ����	� �
�� �� ���
�	 ��� 
 ��	������ ���� ���� ���	��� � ��� '��� ����!
����� ���
��� � ������	�� 	������� 	� ���� A ������

2=



 ��
�� 2*. /��
����� ������ �� �	
���� �	� ������
��� )�� '�
�� ��	�� ��� ����������� ���
��� ����� ����
�	��
�����	 ���� B���
��� ��� ���
���	 	������	 � ��� ���
���������� �����C� )�� �	���� ������ ��	�
��� ������	�� 	������� ��
��� �� � 	��	����	����	 
���� 	� ��	�������

)�� �	��� ������
�� 	������	 ������	�� ����� ��� �	��
�	��� ��	
� 	� ����.
� �� � �� � �	��� 	� ��	. ��

������	���� F 3 �� � � A
3�� A �� � �

�
B3�� A ��C � 3 �� � �A 3�� A ��

� �� � �� 	� � �	��� 	� ��	. ��

�������	���� F B3 �� ��A

2 A 3��C� A B3 A
�
���

�
C�� A �

�
�� � �

��
B3�� A ��C

� B* A 3��� ��C�A 8�� A �
�
��

)��� ���	����� �� �		� �	� �	� ����	�� �� �	����
	����	 
����� 	� ��	�������  	� 	��	����	����	

����� 	� ��	������! ��� ���� ������� 	������� ��
�	
����! �� ��� �	��
����	 	������� �� ��������
�� �

�
� )�� ����� ��	��� ���	����� ��������� ���	�

�� ���
�� ���� 	������� � ��� ������

������� " ��	���� ���� ���	����� �� 
��� �	 ������
��� ���� �	 ��� �		� 
��� ���
����� ����	� �	
����
�� ������� ������� )�� ���� ����� �	� ���� ������

	������	 �� �� �� ����A
����
��

������ � ��� 	��	����
	����	 ����! �� ��� �		� ������ �	 �� 	� 	� ��	��
	�������� ��	������ ���� �	
�� 	������ �� ���	���
� ��� '��� ����! ��� ��� �	�� 	� ���� ��	���� �� ���
������ � ��� '��� ���� ��� ���������� ����� ��� '���
���
���	 � ��� ���
���������� �����! ����� ��
���
	 ������	�� 	�������� )�� �	��� ���
�� 	������	
������	�� ����� ��� �	��	��� ��	
� 	� ����.
� �� � �� � �	��� 	� ��	. ����������	���� F �� �B2 A
��C� A B2 A ��C�� A �� � �

�
BB2 A ��C�� A ��C �

3 �� � �A 3�� A ��
� �� � �� � 	� � �	��� 	� ��	. �����������	���� F

�� ��B2A��C�AB2A��C�AB2A
�
�����

�
A��C��A

�
�
���

�
��
BB2A ��C��A��C � B3A3��� ��C�A*��A �

�
��

��� ����� ����� �������	 

)��� ���	����� ���
��� �	�� 	� ��� �	�� ��������
� ��� ���
����� ������ �� �	
���� ���	����� ���
��� 
���� 	� ��	������ �� � 	��	����	����	� )��
���	����� ������ ���� � ��������	�� ���	��	����	 	�
��� ��	������ � ��	��� ���� �	����	����	 
����� 	�
��	������ B��� ��� �$����� �  ��
�� 28C� +��� ��	��
�$��
��� ��� 	� ���
���������� ���� ��� ���
����� ����
�	� ������ �� ������� �	
���� ���	����� ���������
� ��� �����	
� �����	� )��! ������� ���� ��� ������
��� ��	��! ��� ����������� ���
�� B	� ��� ��
� ����	�
� ���� 	� � 3� ��	��C �� ����� ��	 ��� ������� 	�
��� ����������� ���
�� � ��� �$� ������ ��	�� ��
��� �	 ��� ��	������ � ���� ��	��! �� ��	�� ��	�
������ �	��
�� ��� ���
���	 	 ��� ������� )���
�	�� ��
�� � �	�� �������� � �	��
����	 �� �	��
�
�����	 �	������ ���� ��� �$��
��	 � ��� ������
��	����  	� �$�����! � ��� ����� �$����� ���� �

��� 3� ��	��! ���� ��	���� ���� 	� ������! ���
������ 	� ������! �� �	��
��� ��� ���
���	 	�
	� ������ B�= ���� %! �������� "! �� �	��
���
��� ���
���	 	 "C� )�� �	�� �������� �� ���	�
���

�� ��� ������� ��	��� 3� �� 3� . � ��� 3� ��	��!
���� ��	���� �������� �� ���
��� ��	 ������� B�	�

�$�����! "L% 	 �:C! ������� � ��� 3� ��	�� B�23C!
���� ��	���� ��� �	 ��� �� ��� �������� �� ��� ���
��	 	� ��� ��	 ��	�� ����� B���� 3��3�C� "� ��� �� 	�
��� '��� ����! ��� ������� ��	�� �
�� �� ���	�����
���� ��� �$� ������� ��	��! �� ��� ����	 	� ��� ��	��
����� ���� ��������� ��� 	��������

�� ��� ���� ��� ��$��
� ��,����� ������ ���
����	 	� ��	 �
�������� ��	���! ���������� � ��� �	�
���� 	� �$�	���! ��������� ��� ��������� #��
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 ��
�� 28. "�����
�� 
��� ��� ����� ��	��� ���	�����


� ��'� Æ������� �� ��� ��$���� ��,����� 	� ��	
�	���
���� �$�	��� � ��� ����� �����������	 	�
��� 
���� 	� ��	�������  	� �$�����! 2== F 3�A3�A
3�! Æ������� F ��$B9 � 7� 7 � 3C F *� �� Æ������� ��
�����! ��� ����� ��	��� ���	����� �� ����	�� �����
)�� ��	'��� ��
�� 	 ��� )*+ �������� ���� 23J 	�
��� ���������	� �� ���� <9 ��	������ �� :J �� ����
*9! 9=! 92! >>! :=! :2! 2==! 3*7! 	� 372 ��	������ 1274�
 	� ����� �����! Æ������� �� 2 B<9! 9=C! 3 B92! :=! 3*7!
372C! 	� * B*9! >>! 2==C� )�����	��! ���� ���	����� ��
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binary tree
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halving + doubling
recursive doubling

binary blocks halving+doubling
break-even points :  size=1k and 2k  and  min( (size/256)9/16, ...)
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Allreduce(sum,dbl)  -  ratio := best bandwidth of 4 new algo.s / vendor’s bandwidth

100.<= ratio      

50. <= ratio <100.

20. <= ratio < 50.

10. <= ratio < 20.

7.0 <= ratio < 10.

5.0 <= ratio < 7.0

3.0 <= ratio < 5.0

2.0 <= ratio < 3.0

1.5 <= ratio < 2.0

1.1 <= ratio < 1.5

0.9 <= ratio < 1.1

0.7 <= ratio < 0.9

0.0 <= ratio < 0.7
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Allreduce(sum,dbl)  -  ratio := best bandwidth of 4 new algo.s / vendor’s bandwidth

100.<= ratio      

50. <= ratio <100.

20. <= ratio < 50.

10. <= ratio < 20.

7.0 <= ratio < 10.

5.0 <= ratio < 7.0

3.0 <= ratio < 5.0

2.0 <= ratio < 3.0

1.5 <= ratio < 2.0

1.1 <= ratio < 1.5

0.9 <= ratio < 1.1

0.7 <= ratio < 0.9

0.0 <= ratio < 0.7
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Reduce(sum,dbl)  -  ratio := best bandwidth of 4 new algo.s / vendor’s bandwidth

100.<= ratio      

50. <= ratio <100.

20. <= ratio < 50.

10. <= ratio < 20.

7.0 <= ratio < 10.

5.0 <= ratio < 7.0

3.0 <= ratio < 5.0

2.0 <= ratio < 3.0

1.5 <= ratio < 2.0

1.1 <= ratio < 1.5

0.9 <= ratio < 1.1

0.7 <= ratio < 0.9

0.0 <= ratio < 0.7
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100.<= ratio      

50. <= ratio <100.

20. <= ratio < 50.
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3.0 <= ratio < 5.0

2.0 <= ratio < 3.0
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1.1 <= ratio < 1.5
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